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В работе проводится сравнительный анализ различных способов адаптации к дискретному рынку рисковых предпочтений инвестора, в основе которых лежит континуальный критерий VaR, введенный и исследованный автором в более ранних работах. Наряду с идеальным континуальным рынком, для которого могут быть получены точные аналитические результаты, служащие эталоном, по необходимости рассматривается сценарный подход, при котором возникают разные схемы дискретизации рынка. Сравнение способов проводится по функции распределения, среднему значению, дисперсии и степени удовлетворения континуального критерия VaR. В конечном счете, эти способы применяются к опционному рынку и сравниваются по эффективности. Методика иллюстрируется числовыми примерами.
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В работе изучаются и сравниваются различные способы применения на дискретном однопериодном рынке функций рисковых предпочтений инвестора, работающего в рамках континуального критерия VaR, введенного и изученного автором в [1–6]. Для него в задаче инвестирования на теоретическом однопериодном рынке с одним базовым активом (в "континуальной рулетке") могут быть получены точные результаты. 
Однако при переходе к существенно дискретному рынку, такому как обобщенная дискретная рулетка, а затем и к реальному опционному рынку с конечным множеством котируемых страйков точных результатов по понятным причинам получить невозможно, и возникает проблема построения приближенного алгоритма. При этом естественным образом возникает несколько постановок задачи. 
Неформальное сравнение этих постановок предоставляет окончательный выбор делать инвестору. Этой теме и посвящена данная работа. Отметим, что применение континуального критерия VaR в дискретных задачах изучалось автором в [2, 4], однако там решения рассматривались лишь как аппроксимация идеальных решений для континуальных схем и самостоятельной роли не играли. 
1. Континуальный критерий VaR:
теоретическая и сценарная схемы 

Основной теоретической моделью рынка, на котором использование континуального критерия VaR с помощью алгоритма на основе известной из теории математической статистики процедуры Неймана-Пирсона (см., например, [7]) позволяет получать точные результаты, служит модель однопериодной обобщенной континуальной рулетки с одним базовым активом и полным множеством базисных (-инструментов. Оптимальный портфель инвестора, характеризуемого своей функцией рисковых предпочтений, на таком рынке является эталоном. С ним сравниваются прочие портфели, получаемые в результате применения сценарных подходов, состоящих в различных способах дискретизации модели и адаптации к ним основного алгоритма. 

В данном разделе мы напоминаем формальные базовые модели континуального теоретического и дискретного сценарного рынков и результаты применения к ним процедуры Неймана-Пирсона, как и саму процедуру в дискретном случае, а также намечаем структуру различных вариантов дискретизации задачи инвестирования при сценарном подходе. 
1.1. Идеальный континуальный рынок (-инструментов 

Континуальным обобщением рулетки служит теоретический однопериодный рынок, в основе которого лежит некоторый базовый актив (например акция). На теоретическом рынке, равно как и прочих рынках, рассматриваемых в работе, цены инструментов удовлетворяют условию аддитивности, комиссионные равны нулю. Получаемые для такого рынка результаты в применении к реальному рынку могут рассматриваться как аппроксимация. 
В конце периода цена актива случайна, ее значения x ( X, где X – произвольное континуальное множество вещественных чисел, например, вся вещественная полуось или ее отрезок. Ее "истинная" плотность вероятности неизвестна (если о ней вообще может идти речь), но участник рынка, для которого и проводится анализ, строит ее прогноз (с учетом текущей цены и прочей доступной информации) в форме плотности вероятности p(x) ( 0, 
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Предполагается, что на рынке присутствуют обобщенные 
(-инструменты для любого s(X. Они обозначаются D(s), их платежными функциями являются (-функции относительно s, т.е. ((x–s), x(X, а их стоимости |D(s)| = c(s) ( 0, s(X, задаются рынком (цену произвольного инструмента S мы обозначаем |S|). Без ущерба для общности можно считать, что 
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. Это позволяет рассматривать и сравнивать две вероятностные меры (вторая из которых – ценовая): 
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Из инструментов D(s), s(X, использованием их взвешенных комбинаций может быть построен фактически любой портфель, т.е. на рынке можно строить и торговать любыми инструментами, доход по которым представим в виде произвольной измеримой функции g(x), x(X, называемой платежной функцией. 
Так, портфель G с произвольной платежной функцией g(x) может быть представлен в виде континуальной (интегральной) комбинации базисных инструментов D(s) с весами g(s), именно 
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а его цена |G| на идеальном рынке рассчитывается по формуле
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Особый интерес на теоретическом рынке представляют некоторые континуальные комбинации (-инструментов. Для произвольного множества M ( X рассматриваются "индикаторы (или характеристические функции) множества" H[M]. В частности, на рынке присутствует единичный безрисковый инструмент U = H[X] с платежной функцией, тождественно равной единице. Для этих инструментов применимы формулы (1) и (2), поэтому 


[image: image8.wmf][

]

(

)

M

Msds

=

ò

HD

,    
[image: image9.wmf][

]

{}

MCM

=

H

,    
[image: image10.wmf]MX

Ì

. 

В дальнейшем используются сценарии Si ( X, i(I, образующие полную группу событий на X, т.е. Si ( Sj = (, i ( j, и X = (i(ISi . Каждому сценарию i(I отвечает базисный инструмент 
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, доход по которому равен единице и нулю при x(Si и x(Si соответственно. Очевидно, 
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а прогнозная вероятность для соответствующего ему сценария – 
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Напомним, что континуальный критерий VaR состоит в построении такого портфеля из имеющихся на рынке инструментов, что порождаемый им доход q удовлетворяет неравенствам 
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Здесь монотонно возрастающая и непрерывная функция ((() задается инвестором и определяет его рисковые предпочтения. Ее называем функцией рисковых предпочтений инвестора. Мы будем рассматривать здесь лишь ограниченные функции (((), и потому для определенности можно положить ((1) = 1.
Вводится важная для всех построений, связанных с континуальным критерием VaR, функция относительных доходов ((x) = p(x)/c(x), x(X. Основу анализируемых в дальнейшем свойств оптимальности портфелей на нашем рынке составляет известная из теории математической статистики
Процедура Неймана-Пирсона. Строится однопараметрическое семейство множеств {Z((), ((0} по правилу: x(Z(() тогда и только тогда, когда ((x) ( (. Вводится функция ((() = P{Z(()}. Очевидно, семейство множеств {Z((), ((0} неубывающее по (, а потому и функция ((() неубывающая. Кроме того, 0 ( ((() ( 1 и ((() = 1. Для ( ( [0,1] находится множество X( из этого семейства такое, что P{X(} = (. Имеет место 

Лемма (оптимальность процедуры Неймана-Пирсона). Пусть дополнительно функция ((() обладает свойствами: (a) ((()(1 при (((; (b) ((() непрерывна и ((0) = 0; (c) ((() строго возрастает. Тогда для любого ( ( [0,1] множество X( существует и единственно, а цена ((() = C{X(} максимальна по всем Y ( X с P{Y} = (. □
В результате применения к теоретическому континуальному рынку процедуры Неймана-Пирсона, основанной на анализе относительного дохода ((x) = p(x)/c(x) и упорядочении его по величине, получается оптимальный континуальный портфель инвестора, доход по которому удовлетворяет всем неравенствам (5) и для которого средний доход и инвестиционная сумма определяются соответственно формулами (см. [1, 5]) 
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где (((), (([0,1], – оптимальная функция распределения цены, определяемая в соответствии с процедурой Неймана-Пирсона соотношением 
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Эта функция является вогнутой и неубывающей на отрезке [0,1], при этом ((0) = 0, ((1) = 1 (см. [3]). Производная этой функции ('((), (([0,1], является невозрастающей и неотрицательной функцией, при этом участки ее постоянства соответствуют множествам M ( X, на которых функция ((x) = p(x)/c(x) = const. 
1.2. Совмещение базовых моделей рынка 

Рассмотренный в предыдущем разделе теоретический континуальный рынок дает возможность получать решения, которые будут служить эталоном. С ними в дальнейшем сравниваются иные решения, получаемые для его дискретного аналога. 

Мы будем иметь дело с дискретизацией теоретического рынка, порожденной сценариями. Предполагается, что рынок дискретен в том отношении, что он не в состоянии оценивать все 
(-инструменты, а лишь сценарии (и их взвешенные комбинации). Дискретный рынок задается n сценариями Si, i(I = {1,2,…,n}. Удобно ввести еще множество I0 = I ({0}. На таком рынке базисными служат инструменты Ui, введенные в предыдущем разделе, с определяемой рынком стоимостью ci, i ( I. 
Возможность торговать произвольными выпуклыми комбинациями базисных инструментов позволяет инвестору строить портфели, обеспечивающие произвольный вектор доходов с неотрицательными компонентами. Так, вектор доходов g = {g1, …, gn} реализуется портфелем базисных инструментов G = (i(I giUi. Его цена определяется равенством |G| = (i(I gici. На рынке присутствует также безрисковый актив. Для этого актива, взятого в единичном объеме, используем обозначение U. Имеет место соотношение U = (i(I Ui.

Одновременно надо считаться с тем, что инвестор привносит на рынок континуальные мотивы. Так, он задает свои рисковые предпочтения в форме монотонно возрастающей непрерывной функции (((), (([0,1]. Отразить их адекватно на дискретном рынке, вообще говоря, не удается. Кроме того, несмотря на дискретность рынка, инвестор может строить свой вероятностный прогноз в континуальной форме – в виде плотности вероятности p(x), x(X. Поэтому возникает проблема совмещения дискретной и континуальной компонент рынка. 

Для распределения вероятности, используемого игроком в качестве прогноза будущей цены базового актива, будем использовать две модели – дискретную и непрерывную. 
В дискретной модели сразу задаются вероятности сценариев, т.е. вероятностный вектор p с компонентами pi = P{Si}, i ( I, (i(I pi = 1. В такой схеме стоимостные характеристики рынка задаются в виде вектора c с компонентами ci = C{Si}, (i(I ci = 1. В этом случае с целью сравнения решений для дискретного и непрерывного рынков используется 
Предположение C1.  Дискретный (сценарный) прогноз доопределяется до континуальной плотности распределения p(x) на множестве X так, чтобы распределение внутри каждого сценария было равномерным с сохранением вероятностей сценариев. Кроме того, внутри каждого сценария ценовая плотность c(x) также предполагается постоянной и подчиняется равенству (3). □
Разумеется, можно использовать и иные распределения, если в их пользу будут предъявлены серьезные соображения, но равномерное распределение принято для определенности как простейшее. Посредством предположения C1 мы имеем возможность задавать стоимости всех базисных (-инструментов и находить оптимальный континуальный портфель в совместимой по вероятностям сценариев теоретической схеме, применяя канонический континуальный алгоритм построения оптимального портфеля. 

В смешанной дискретно-континуальной модели инвестор строит на дискретном рынке свой вероятностный прогноз в форме плотности вероятности p(x), x(X. Для проведения сравнения результатов по дискретному и теоретическому рынкам используется 
Предположение C2.  При континуальном прогнозе инвестора, заданном плотностью p(x), x(X, сценарные вероятности получаются из (4). Кроме того, стоимости ci базисных инструментов Ui, i ( I, доопределяются до плотности c(x) так, чтобы внутри каждого сценария имело место p(x)/c(x) = pi/ci, x ( Si, i ( I. В таком случае в соответствии с (3) внутри каждого сценария Si интегральная стоимость 
(-инструментов совпадает с ci, а функция относительных доходов ((x) постоянна. □
Плотности p(x) и c(x) для континуальной схемы будем называть совместимыми с векторами p и c соответственно и между собой, если для них выполняются предположения C1 и C2. В этом случаи будем называть совместимыми и задачи инвестирования – континуальную теоретическую и дискретную сценарную. 
Предположения C1 и C2 гарантируют, что при применении к теоретическому континуальному рынку процедуры Неймана-Пирсона, основанной на анализе относительного дохода ((x) = p(x)/c(x), x(X, упорядочение его по величине для точек, относящихся к разным сценариям, не нарушается при переходе к совместимому дискретному рынку. В том, что касается точек в пределах одного сценария на теоретическом рынке, процедура проявляет индифферентность, а на дискретном – она вообще не определена. 
Использование непрерывной модели, когда детализируется распределение внутри сценариев, оправдывается не только тем, что она является более общей, – ведь из нее простым интегрированием внутри каждого сценария всегда можно получить дискретную модель. Непрерывная модель прогноза играет важную роль при распространении результатов на опционную модель рынка (см., например, [8]), которая является именно смешанной дискретно-непрерывной и которую мы будем рассматривать позже в разд. 3. 
При проведении вычислительных экспериментов мы обращаемся к непрерывной модели, когда желаем получать более естественные результаты (для опционного рынка – в игре на направленном движении или на волатильности), и к дискретной, когда хотим испытывать работу алгоритма при экзотическом сочетании прогноза и рынка и выявлять крайности. 
Для определенности и удобства в разд. 3.3 в качестве множества X рассматривается отрезок [–1,1], а сценарии Si ( X определяются равномерным разбиением множества X на n интервалов, при этом Si = (si–1, si], i ( I\{1}, S1 = [s0, s1], а si = 2(i/n) – 1, i ( I0.
 Их вероятности получаются в соответствии с (4) интегрированием внутри каждого сценария. Имеем

p = {p1, p2, …, pn},     
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Нам понадобятся и вероятности иной системы интервалов, связанные с данным распределением. Эта система определяется структурой опционов, в которой страйки совпадают с серединами интервалов из первой системы (полагаем для удобства (0 = –1, (n+1 = 1): 

{[(i, (i+1], i(I0},     (i = (2i–1)/n–1,    i(I.
 LISTNUM maket \l 4 
Здесь (i, i(I, – страйки соответствующих опционов; исключение составляют лишь (0 и (n+1 – граничные точки X. Интегрируя плотность по этим интервалам, получим вероятностный вектор 
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В вычислительных экспериментах в виде непрерывной функции аналогично прогнозу p(x) инвестора можно задавать и ценовую плотность c(x) (так мы и поступим далее в разд. 3.2). Однако для наших целей в таком случае ее можно использовать лишь в дискретно-континуальной модели для получения вектора цен c в том случае, если мы желаем, например, чтобы он не сильно отличался от вектора p. Дело в том, что такое континуальное представление автоматически не гарантирует совместимости рынков, так как при этом предположение C2 может и не выполняться. 
Иными словами, даже при континуальном задании обеих плотностей мы все равно решаем лишь дискретно-континуальную задачу, трансформируя плотность c(x) в ценовой вектор c. Хотя могли бы решать и общую задачу построения оптимального континуального портфеля, используя континуальный алгоритм упорядочения относительных доходов ((x) на основе процедуры Неймана-Пирсона. Суть в том, что подобное континуальное задание плотности c(x) представляется нереальным и в наших построениях играет лишь вспомогательную роль. 
Для определенности во всех иллюстративных примерах, сопровождающих последующее изложение, принимается, что ((() = ((, (([0,1], и, более того, ( = 2.0, что соответствует повышенной расположенности игрока к риску (см., например, [1, 5]). Однако данный выбор никак не влияет на качественный характер результатов и не ограничивает общности выводов. Начальная инвестиционная сумма предполагается единичной (для однородного семейства функций рисковых предпочтений, каковым считаем наш случай, ее можно было бы вообще не задавать; так как результаты не зависят от масштаба инвестиции).
1.3. Дискретная процедура Неймана-Пирсона и
варианты дискретных "оптимальных" портфелей
Алгоритм на основе процедуры Неймана-Пирсона на теоретическом рынке (опционов) для континуального критерия VaR был предложен автором в [1,5]. Мы здесь используем его адаптацию к дискретному рынку, рассмотренную автором в [4]. Если дискретизация в этих работах служила лишь средством получения аппроксимации к "идеальным" решениям для теоретического континуального рынка, то в данной работе мы ее рассматриваем как вынужденную, порожденную естественными ограничениями, принятыми на рынках. Так, рынок опционов "навязывает" нам вариант дискретизации модели, обусловленный плотностью торгуемых страйков. В таких условиях естественным образом возникает проблема оценивания расхождений между решениями для дискретной и континуальной моделей. 
Для целей сравнения мы рассматриваем несколько вариантов адаптации к дискретной схеме алгоритма построения "оптимального" портфеля.
 Сначала мы конструируем их общую часть, а затем описываем их различия. 
Заданы p и c – векторы размерности n вероятностей для всех сценариев Si, i(I, и стоимостей базисных инструментов соответственно (если изначально задается функция p(x), вектор p может быть получен из (6)). Тогда процедура построения "оптимального" портфеля состоит в упорядочении компонент вектора относительных доходов с последующим назначением доходов для каждого сценария в соответствии с функцией рисковых предпочтений инвестора. Ее можно описать следующей последовательностью обозначений и операций (см., например, [4]), при этом i, j ( I: 
( = {(1, …, (n} – вектор относительных доходов (i = pi/ci, i(I, дискретный аналог функции относительных доходов ((x);

( = O(() – вектор, задающий на множестве сценариев порядок возрастания компонент вектора (; элементу с наименьшим относительным доходом отвечает 1, а с наибольшим – n; O – соответствующее преобразование;

( = O(() – вектор, задающий позиции компонент вектора ( в порядке их возрастания; 
( = ||yij||, где yij = 1, если (i = j, и yij = 0, если (i ( j; матрица реализует преобразование O; имеет место ( = (-1 ( (;
( = ||tij||, где tij = 1, если i(j, и tij = 0, если i>j; ( – треугольная матрица, применяемая для последовательного суммирования компонент векторов, начиная с первой;
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 = ( p = p (–1 = p(() – подстановка вектора p, ее компоненты упорядочены по возрастанию компонент вектора (; и обратно, верны равенства p = (–1
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 – вектор кумулятивных вероятностей для вектора 
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 = ( c – подстановка вектора c, в которой компоненты упорядочены по возрастанию компонент вектора (;

( = (
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 – вектор кумулятивных стоимостей для вектора 
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Принимается также, что (0 = 0, (0 = 0, но в соответствующие векторы эти величины не включаются.

Эти операции составляют общую часть алгоритма для всех далее вводимых вариантов построения "оптимального" портфеля. Теперь переходим к остальным операциям, по которым варианты различаются. Мы предлагаем для полноты картины 5 дискретных вариантов и для каждого из них строим свой "оптимальный" портфель. 
Как того требует алгоритм, для варианта #k, k(K = {1,…,5}, где параметр k означает номер варианта, вводятся векторы 
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 и gk, имеющие размерность n. Оба они определяют веса, с которым входят в k-й "оптимальный" портфель базисные инструменты, при этом первый из них показывает веса в порядке возрастания компонент вектора (, а второй – в исходном порядке. Векторам gk соответствует вектор вероятностей p, а 
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. Сначала назначаются векторы 
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, а по ним векторы gk определяются по формуле 


gk = 
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Алгоритм нахождения оптимального портфеля по континуальному критерию VaR предполагает определять веса оптимального портфеля из условия выполнения неравенств (5). Если строго следовать этому требованию, то вариантов быть не должно: из всех предлагаемых далее вариантов нас должен устроить лишь вариант #1, так как он один обеспечивает выполнение всей системы неравенств. 
Однако наша цель иная. В конечном счете, мы должны применить полученные решения к опционному рынку, и на этом пути нас еще ждут искажения платежных функций. Так что решать, какой из портфелей нас (точнее, инвестора) устроит в большей степени, придется решать в конце этого пути, и потому с отсеиванием вариантов лучше не торопиться. 
Векторы 
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, k(K, для дискретных вариантов задаются в алгоритме следующим образом (мы для определенности строим единичные "оптимальные" портфели; но в однородном случае в качестве "оптимального" портфеля любой из них может быть выбран в произвольном количестве). 

Вариант #1 (основной дискретный): веса образуются простейшим образом: 
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т.е. назначаются максимальные доходы внутри каждого сценария. В векторной форме можно записать 
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Вариант #2: веса образуются из весов варианта #1 сдвигом индекса на единицу, именно 
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 = ((0); т.е. назначаются минимальные значения доходов внутри каждого сценария. 

Вариант #3: веса получаются усреднением весов из первых двух вариантов: 
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Вариант #4: веса получаются усреднением, которое проводится по аргументу функции (((): 
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Вариант #5: веса соответствуют интегральным средним от функции ((() по сценариям Si: 
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Варианты #1 и #2 предлагают в некотором смысле крайние способы назначения весов базисных инструментов, в то время как варианты #3, #4 и #5 – назначения, связанные с различными способами осреднения. 
Основные свойства построенных единичных портфелей объединяются в запись результатов Jk, k(K, с компонентами (последовательно): инвестиционная сумма Ak, средний доход Rk, средняя доходность yk, стандартное отклонение доходности (k и количество портфелей, которое можно приобрести на инвестиционную сумму единичного размера, а именно 

Jk = (Ak, Rk, yk, (k, 1/Ak(,     k(K.


Эти записи получаются по единым формулам, но в каждом варианте используется свой вектор 
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 и потому свой вектор gk = 
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(, k(K, при этом можно использовать любой из порядков на множестве сценариев, именно 

Ak = (gk, c) = (
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Здесь (u, v) означает скалярное произведение векторов u и v.
Справедливость этих формул следует из обычных правил вычисления математического ожидания и дисперсии дискретных случайных величин, а также определений инвестиционной суммы и доходности. Проверку неравенств (5) удобнее осуществлять, если обратиться к распределению вероятностей доходов для каждого "оптимального" портфеля. 

Построение функций распределения производится очевидным образом. При этом лучше исходить не из векторов доходов gk, k(K, и приписанного им вектора вероятностей p, а из векторов 
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, так как в последних (в отличие от первых) компоненты уже упорядочены по возрастанию компонент вектора (. Имеем 
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Здесь и далее даются упрощенные представления функций распределения для доходов "оптимальных" портфелей. Имеется в виду, что формулы записываются лишь для множества возможных значений доходов (значений функции ((()), т.е. для отрезка [0,1]. Очевидно, что при z < 0 рассматриваемые функции распределения равны нулю, а при z > 1 – единице. С естественным изменением масштаба это соглашение применяется и к рассматриваемым в разд. 2.2 функциям распределения относительных доходов для "оптимальных" портфелей. 
1.4. Анализ континуального варианта

Мы намерены проводить сравнение свойств дискретных "оптимальных" портфелей со свойствами оптимального (без кавычек) континуального портфеля, получаемого в результате применения алгоритма к теоретической континуальной схеме, совместимой с рассматриваемой дискретной схемой. Эта эталонная континуальная схема будет называться далее вариантом #0. Нулевым индексом будем помечать также запись результатов для этого варианта и все ее компоненты.
Рассмотрим совместимый с дискретным сценарным рынком идеальный теоретический рынок с континуальным множеством 
(-инструментов D(x), x(X, с прогнозной плотностью p(x) (или вероятностным вектором p, доопределенным до функции p(x) в соответствии с предположением C1) и ценовой плотностью c(x) (или ценовым вектором c, доопределенным до функции c(x) в соответствии с предположением C2). 
Применение стандартной процедуры Неймана-Пирсона в континуальной схеме основано на упорядочении функции относительных доходов ((x) = p(x)/c(x). В предположениях C1 и C2 упорядоченность, задаваемая дискретной процедурой Неймана-Пирсона во множестве относительных доходов, сохраняется для любой пары точек из X, относящихся к разным сценариям. Внутри каждого сценария все относительные доходы равны между собой, и порядок можно выбирать произвольно из соображений удобства. 

Сначала воспользуемся формулами, справедливость которых установлена в общей теории [1–5]. Средний доход и инвестиционная сумма определяются соответственно соотношениями 
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Для вычисления второго интеграла обратимся к полученным в разд. 1.3 векторам 
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 и (, ответственным за ценовую составляющую инвестиции. Первый из них означает просто переупорядоченный вектор c цен базисных инструментов в порядке возрастания компонент вектора (, а второй – вектор цен индикаторов вложенной системы множеств, отвечающей этому порядку. 

Из результатов [1–5] вытекают основные свойства отвечающей за стоимостные характеристики инвестиции функции (((), такие как непрерывность, вогнутость, монотонное неубывание, а также равенства ((0) = 0, ((1) = 1. В предположениях C1 и C2 характер функции ((() конкретизируется (об этом упоминалось в конце разд. 1.1): она линейна на последовательных интервалах ((i–1, (i), i(I, и принимает в точках возможного излома значения (((i) = (i, i(I. Поэтому для ее производной ('(() на этих интервалах имеет место 
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и мы получаем
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Доходность, как и в дискретных вариантах, дается формулой


y0 = R0/A0 – 1.

Для вычисления стандартного отклонения в варианте #0 вместо формулы суммирования (11) применяется интегрирование: 
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где R0 – средний доход, определяемый (12), а (2 – второй начальный момент для доходов по оптимальному портфелю в варианте #0. 
Наконец, функция распределения доходов по оптимальному континуальному портфелю определяется общей формулой 
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Сравнение результатов для всех введенных вариантов задач мы проведем позже, но сейчас бросается в глаза определенное сходство результатов для вариантов #0 и #5. Рассмотрим вектор 
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 из варианта #5 применительно к варианту #0 и положим 
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 (тогда естественно положить и g0 = g5). Это значит, что в связи с (10) имеет место покомпонентное равенство 
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В отличие от варианта #5, для которого вектор 
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 состоит из компонент, являющихся доходами "оптимального" портфеля #5, вектор 
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 для варианта #0 играет иную роль. Учитывая равенства (i – (i–1 = 
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, i(I, отмечаем, что 
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 в соответствии с (17) есть не что иное, как условное математическое ожидание дохода для i-го в порядке возрастания компонент ( сценария, т.е. 


[image: image76.wmf](

)

0,

ˆ

i

i

gEqS

h

=

,   или   
[image: image77.wmf](

)

0,

ii

gEqS

=

,    i(I,


где q – случайный портфельный доход, а подстановочный вектор ( введен алгоритмом из разд. 1.3. Поэтому
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В терминах условных математических ожиданий дохода с использованием формулы полной вероятности последнее соотношение можно записать иначе: 
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Аналогично обстоит дело и с инвестиционной суммой A0. В соответствии с соотношениями (10), (13) и (14) сравнение инвестиционных сумм дает 
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Мы получаем, что в вариантах #0 и #5 совпадают инвестиционные суммы и средние доходы, а потому совпадают и средние доходности. Однако оптимальные портфели в континуальном и дискретном вариантах образуются по-разному, и это различие проявляется в дисперсии доходности. Формулы (11) для k = 5 и (15) дают, вообще говоря, разные результаты. 
Таким образом, хотя строгое решение дискретной задачи с континуальным критерием VaR дает вариант #1, но вариант #5 во многих отношениях содержит больше сходств с идеальным теоретическим вариантом #0. Продолжим исследование. 
2. Иллюстративный пример
сравнительного анализа вариантов 

Сначала предлагаются результаты расчета для пяти дискретных вариантов задачи инвестирования и приводятся графики функций распределения в сравнении с эталонным континуальным вариантом. Все расчеты основаны на континуальной функции рисковых предпочтений инвестора ((() = ((, ( = 2. Некоторые качественные результаты для прочих значений ( сообщаются без иллюстративного подтверждения.
2.1. Основные параметры дискретных
"оптимальных" портфелей 

Дискретный пример. Рассматривается рынок с n = 5 базисными инструментами с ценами 

c = {0.22, 0.24, 0.16, 0.2, 0.18}.

Свой прогноз вероятностей сценариев участник рынка задает в форме вектора вероятностей 

p = {0.21, 0.22, 0.18, 0.2, 0.19}. 
Применяя алгоритм из разд. 1.3 к введенному соотношениями (1)–(5) рынку и инвестору, сначала получаем

( = {0.954545, 0.916667, 1.125, 1.0, 1.05556};

( = {2, 1, 4, 5, 3}; 
( = {2, 1, 5, 3, 4}; 
( = {{0,1,0,0,0},{1,0,0,0,0},{0,0,0,1,0},{0,0,0,0,1},{0,0,1,0,0}};
( = {{1,0,0,0,0},{1,1,0,0,0},{1,1,1,0,0},{1,1,1,1,0},{1,1,1,1,1}};
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= {0.22, 0.21, 0.2, 0.19, 0.18};
( = {0.22, 0.43, 0.63, 0.82, 1.0};
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c

= {0.24, 0.22, 0.2, 0.18, 0.16};

( = {0.24, 0.46, 0.66, 0.84, 1.0}.
Эти последовательные результаты являются общей частью всех дискретных вариантов. Теперь нам нужно провести различия между ними. Для каждого варианта k(K определяется вектор 
весов 
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, по нему находится вектор весов в исходном 
порядке gk = 
[image: image84.wmf]ˆ

k

g

( и, наконец, запись результатов Jk. 
Вариант #1. 
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= {0.0484, 0.1849, 0.3969, 0.6724, 1.0}; 

 g1 = {0.1849, 0.0484, 1.0, 0.3969, 0.6724}; 
 J1 = (0.412706, 0.436613, 0.0579274, 0.819805, 2.42303(.
Вариант #2. 
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[image: image88.wmf]1,1

ˆ

i

g

-

, i(I\{1}, 
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= {0.0, 0.0484, 0.1849, 0.3969, 0.6724};

 g2 = {0.0484, 0.0, 0.6724, 0.1849, 0.3969};
 J2 = (0.226654, 0.243587, 0.0747086, 1.07446, 4.41201(.
Вариант #3. 
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= {0.0242, 0.11665, 0.2909, 0.53465, 0.8362};

 g3 = {0.11665, 0.0242, 0.8362, 0.2909, 0.53465};
 J3 = (0.31968, 0.3401, 0.0638764, 0.90886, 3.12813(.
Вариант #4. 
[image: image95.wmf]4,
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 = ((((i + (i–1)/2), i(I: 
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= {0.0121, 0.105625, 0.2809, 0.525625, 0.8281};

 g4 = {0.105625, 0.0121, 0.8281, 0.2809, 0.525625}; 

 J4 = (0.30943, 0.32995, 0.0663155, 0.943413, 3.23175(.
Вариант #5. 
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[image: image98.wmf]5
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= {0.0161333, 0.1093, 0.284233, 0.528633, 0.8308};

 g5 = {0.1093, 0.0161333, 0.8308, 0.284233, 0.528633}; 

 J5 = (0.312847, 0.333333, 0.0654847, 0.931644, 3.19645(.
Вариант #0. В континуальном варианте векторы 
[image: image99.wmf]0
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 и g0 равны соответственно 
[image: image100.wmf]5
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 и g5, однако несут иную, чем в дискретных вариантах, смысловую нагрузку (см. разд. 1.4), но приводятся наряду с записью J0: 

[image: image101.wmf]0
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= {0.0161333, 0.1093, 0.284233, 0.528633, 0.8308};

 g0 = {0.1093, 0.0161333, 0.8308, 0.284233, 0.528633}; 

 J0 = (0.312847, 0.333333, 0.0654847, 0.952998, 3.19645(.
Как было отмечено в разд. 1.4, запись J0 отличается от J5 лишь 4-й компонентой – параметром (.
Для большей наглядности все векторы Jk сведены в таблицу. 
Таблица. Результаты расчетов для вариантов #0–5 
	#
	A
	R
	y
	(
	1/A

	1
	0.412706
	0.436613
	0.0579274
	0.819805
	2.42303

	2
	0.226654
	0.243587
	0.0747086
	1.07446
	4.41201

	3
	0.31968
	0.3401
	0.0638764
	0.90886
	3.12813

	4
	0.30943
	0.32995
	0.0663155
	0.943413
	3.23175

	5
	0.312847
	0.333333
	0.0654847
	0.931644
	3.19645

	0
	0.312847
	0.333333
	0.0654847
	0.952998
	3.19645


Сравнение вариантов #1–5 по показателям средней доходности и дисперсии (3-й и 4-й столбцы соответственно) позволяет заметить, что 

· чем больше средняя доходность, тем больше дисперсия;
· имеют место неравенства y1 < y3 < y5 = y0 < y4 < y2.
Первое утверждение носит общий характер, оно справедливо при всех значениях ( (из этого правила выпадает лишь вариант #0, для которого дисперсия выше, чем в варианте #5, при одинаковой средней доходности), а второе в записанном виде справедливо лишь при (>1. Если же (<1, то средние доходности вариантов #3 и #4 меняются местами, и мы имеем неравенства y1 < y4 < y5 = y0 < y3 < y2. Это, очевидно, связано с тем, что при (>1 функция ((() выпуклая, а потому функция распределения доходов в континуальном случае вогнутая, а при (<1 все наоборот: функция ((() вогнутая и функция распределения доходов в континуальном случае выпуклая. И это отражается на результатах обоих осреднений. 
Еще одно важное свойство, на котором следует остановиться, – это насколько строго для рассматриваемого портфеля выполняется критерий VaR. Поскольку выполнение критерия VaR однозначно определяется функцией распределения доходов портфеля, следует проанализировать дополнительно и сами функции распределения для доходов от рассматриваемых портфелей. 

На рис. 1 и 2 изображены графики функций распределения доходов для портфелей из вариантов #0–5. Для сравнения на рис. 1 приводится также график F0(z) непрерывной функции распределения доходов для континуального портфеля, оптимального на идеальном континуальном рынке. 
На рис. 1 изображены графики функций Fk(z), k = 0,1,2,5. При этом в соответствии с формулой (16) графиком варианта #0 служит функция Fk(z) = z1/2, z([0,1]. Все прочие графики (кроме варианта #0) являются ступенчатыми функциями, график #1 проходит правее (ниже) двух других, #2 – левее (выше) двух других (черточки в линиях второго короче, чем в линиях первого), а #5 – занимает промежуточное положение. 
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Рис. 1. Графики функций Fk(z), k = 0,1,2,5
Для большей наглядности графики #1 и #2 слегка сдвинуты по оси ординат, первый – вверх, а второй – вниз. Иначе все три ступенчатых графика на своих горизонтальных участках располагались бы на одном уровне и сливались в общих частях. 
На рис. 2 изображены графики функций Fk(z), k = 3, 4, 5. Последний из них приводится повторно для сравнения. Все эти графики являются ступенчатыми функциями, при этом график #3 проходит правее графика #4, а график #5 располагается между ними. Видно, что их расхождения весьма незначительны, при этом все три графика на своих горизонтальных участках располагаются на одном уровне и сливаются.
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Рис. 2. Графики функций Fk(z), k = 3,4,5
Очевидно, что степень близости зависит, вообще говоря, от кривизны функции (((). Тем не менее роль осреднения более точно (во всяком случае по отношению к теоретическому варианту #0) играет вариант #5, и поэтому в дальнейшем варианты #3 и #4 рассматривать не будем. 
Нетрудно усмотреть, что выполнение неравенств критерия VaR для всех (([0,1] достигается лишь в варианте #1. Таким образом, в данном варианте премией за минимальную среднюю доходность служит не только минимальная дисперсия, но и обязательное выполнение всех неравенств VaR. 
Но вопрос в том, достаточно велика эта премия или нет. Стоит ли ради нее выбрать вариант #1? Или предпочтительней для инвестора окажется какой-либо вариант из остальных? Ответ на этот вопрос остается за инвестором. Он должен отдавать себе отчет, что в дискретном случае в данной постановке выдержать все требования, проистекающие из критерия VaR, так чтобы для всех (([0,1] вместо нестрогих неравенств выполнялись точные равенства, невозможно. Более того, решение лучше отложить до рассмотрения применения подобных конструкций к опционному рынку – конечной цели нашего исследования. 
2.2. Относительные доходы
для "оптимальных" портфелей 

Хотя построенные графики доходов для разных вариантов портфелей (как дискретных, так и континуальных) позволяют оценить степень выполнения континуального критерия VaR для каждого из них, они не дают верной картины для сравнения распределений относительных доходов (а потому и доходности). Суть в том, что для их корректного сравнения доходы нужно соотносить с размерами инвестиционных сумм, а они для всех вариантов, вообще говоря, разные. 
На рис. 3 приведены графики функций распределения относительных доходов для "оптимальных" портфелей наиболее важных вариантов #0 (гладкая пунктирная линия), #1 (пунктир с более длинными черточками), #2 (пунктир с более короткими черточками), #5 (толстая ступенчатая линия). При этом мы исходим из того очевидного факта, что функция распределения относительных доходов для варианта #k представима в виде Fk(z/Ak), где Ak – инвестиционная сумма соответствующего варианта. 
Мы ограничиваемся этими графиками и не приводим графиков доходностей. Доходности равны относительным доходам за вычетом единицы, и потому их графики получаются сдвигом графиков относительных доходов на единицу влево по оси абсцисс. 

На этих графиках можно легко усмотреть, что доходности инвестиций в вариантах #1, 2, 5 действительно связаны неравенствами y1 < y5 < y2. Напомним, что подобное соотношение справедливо для используемой в расчетах функции ((() = (( вне зависимости от значения параметра ( (при (<1 лишь доходности y3 и y4 меняются местами). Этот рисунок также лучше объясняет, почему в варианте #1 средняя доходность и дисперсия ниже, чем в варианте #2.
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Рис. 3. Графики функций Fk(z/Ak) распределения относительных доходов для вариантов #0, 1, 2, 5
Графики демонстрируют реальные вероятностные свойства относительных доходов для каждого из вариантов. Однако по ним сложнее судить о степени выполнения критерия VaR для разных значений уровня вероятности (([0,1]. Для этого лучше обращаться к графикам доходов из предыдущего раздела. 
3. Приложение к опционному рынку
Здесь нам надлежит сделать еще один шаг, чтобы приблизить наши построения к реальному опционному рынку. 
Пусть для простоты рыночные страйки образуют арифметическую прогрессию с шагом h (впрочем, это – типичная картина для реальных рынков). На таком рынке дискретным аналогом 
(-инструмента, соответствующего i-му страйку (i, i(I, следовало бы рассматривать условный базисный инструмент Ui, дающий единичный доход при цене актива из ((i – h/2, (i + h/2] и нулевой доход в остальных случаях. 
На опционном рынке таких инструментов нет, но им приближенно можно сопоставить простейшие (образованные тремя соседними страйками) баттерфляи для внутренних страйков и простейшие дебетовые спрэды для крайних страйков (медвежий – для левого и бычий – для правого), нормированные делением на h. 
Эти опционные базисные инструменты, обозначаемые Bi, i(I, строятся из путов или коллов привычным образом. Хотя для этого можно использовать разные комбинации коллов и путов, здесь мы их не различаем, так как считаем, что рынок идеален.
 Их мы называем опционными базисными инструментами, а соответствующие портфели – опционными портфелями. 

3.1. Конструирование платежной функции
портфеля опционов
В расчетах нам понадобится использовать платежные функции опционных портфелей как комбинаций базисных баттерфляев. Проиллюстрируем способ построения таких платежных функций из аналогичных функций для дискретного рынка на примере рынка с тремя базисными инструментами. Итак, примем в рамках данной иллюстрации, что I = {1,2,3}. 
Пусть задана платежная функция портфеля базисных инструментов G = g1U1 + g2U2 + g3U3 в виде некоторой ступенчатой функции, например, представленной на рис. 4 пунктирной линией. Заменяя в нем инструменты Ui, i(I, инструментами Bi, получим опционный портфель Gopt = g1B1 + g2B2 + g3B3. Здесь B2 – простейший нормированный (единственно возможный в данном случае) баттерфляй, образованный всеми тремя страйками, а B1 и B3 – простейшие нормированные спрэды ("усеченные" баттерфляи), образованные двумя левыми страйками и двумя правыми страйками соответственно. 
Платежная функция опционного портфеля равна взвешенной сумме платежных функций трех базисных инструментов. Очевидно, что платежная функция gopt(x) опционного портфеля Gopt получается из платежной функции g(x) портфеля G соединением середин двух соседних горизонтальных отрезков прямыми линиями, при этом внешние половины двух крайних отрезков остаются нетронутыми. 

В соответствии с правилом построения функции gopt(x) для всех i(I выполняется равенство gopt((i) = g((i). При этом в отличие от g(x) функция gopt(x) непрерывна. Важно отметить еще, что функция gopt(x) кусочно-линейна на отрезках [(i–0.5, (i+0,5], i(I. 
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Рис. 4. Графики платежных функций опционной комбина-
ции Gopt с тремя страйками (толстая сплошная линия) и ее сценарного (кусочно-постоянного) аналога G (пунктирная линия). Сплошными тонкими линиями изображены платежные функции отдельных компонент giBi, i(I, портфеля Gopt
Применим данный способ построения платежной функции "оптимального" опционного портфеля к численному примеру, рассмотренному в разд. 2. Каждый вариант #k, k(K, порождает свой "оптимальный" опционный портфель, соответствующий "оптимальному" сценарному портфелю. Для определенности построим графики платежных функций опционной комбинации Gopt и ее сценарного аналога G для варианта #1, т.е. gopt,1(x) и g1(x). При этом принимается во внимание, что в соответствии с результатами разд. 2 
g1 = {0.1849, 0.0484, 1.0, 0.3969, 0.6724}.
Графики приводятся на рис. 5. На оси абсцисс отмечены номера страйков. Здесь отчетливо прослеживается сглаживающий эффект перехода от сценарных базисных инструментов к опционным.
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Рис. 5. Графики платежных функций gopt,1(x) (толстая сплошная линия) и g1(x) (пунктирная линия) для примера из разд. 2 
3.2. Построение "оптимального" портфеля опционов при равномерном распределении внутри сценариев

В данном разделе даются формулы вычисления характеристик "оптимальных" опционных портфелей в предположении равномерного прогнозного распределения цены базового актива внутри каждого сценария. Как было условлено ранее, именно такое распределение мы приписываем цене базового актива в случае, когда инвестор строит свой прогноз сразу в форме сценарного вектора вероятностей p (формула (6)).

Этот случай имеет смысл рассматривать отдельно от случая задания плотности p(x) в связи с тем, что результат в вычислительном отношении может быть получен иным, более простым, путем, а сами решения приобретают конечный аналитический вид. Это в равной степени касается как функции распределения доходов, так и ее основных числовых характеристик. Результаты иллюстрируются примером из разд. 2. 
3.2.1. Функция распределения доходов

Найдем сначала функцию распределения доходов для "оптимального" опционного портфеля, учитывая кусочно-линейную структуру его платежной функции. Весовые параметры gk,i, k(K, i(I, были введены в разд. 2. Имеет место 
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при этом для каждого "внутреннего" линейного участка составляющие функции распределения определяются в случае gk,i ( gk,i+1 по формуле
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а в случае gk,i > gk,i+1 имеет место аналогичная формула, но только в ней величины gk,i и gk,i+1 меняются местами. Ее мы здесь уже не приводим. 
В качестве иллюстрации снова используем результаты расчета для примера, рассмотренного нами в разд. 2.1. График функции распределения Fopt,1(x) для опционной модели варианта #1 представлен на рис. 6 (толстая линия). Для сравнения изображаются функции распределения F0(x) (тонкая линия) и F1(x) (пунктирная линия). 
Для большей наглядности на рис. 7 представлен график расхождений в функциях распределения F0(x) и Fopt,1(x).
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Рис. 6. Функции распределения Fopt,1(x), F0(x) и F1(x)
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Рис. 7. График разности F0(x) – Fopt,1(x)
Аналогичный график функции распределения Fopt,5(x) для опционной модели варианта #5 представлен на рис. 8 (толстая линия). Для сравнения изображаются также функции распределения F0(x) (тонкая линия) и F5(x) (пунктирная линия). 
И вновь для большей наглядности на рис. 9 изображен график расхождений в функциях распределения F0(x) и Fopt,5(x).
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Рис. 8. Функции распределения Fopt,5(x), F0(x) и F5(x)
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Рис. 9. График разности F0(x) – Fopt,5(x)
В обоих случаях отмечается определенный и вполне соразмерный с существенной дискретностью модели эффект сглаженности функций распределения, если не считать участков, соответствующих зонам ответственности крайних спрэдов платежных функций опционных портфелей. Кроме того, видно, что функция Fopt,5(x) в среднем лучше аппроксимирует F0(x), но функция Fopt,1(x) вновь демонстрирует более строгое выполнение требований континуального критерия VaR, о чем особенно отчетливо свидетельствуют графики на рис. 7 и 9. 

3.2.2. Математическое ожидание и дисперсия доходов

Используя функцию распределения F(x), можно находить числовые характеристики распределения – математическое ожида-
ние ( и дисперсию (2 (( – стандартное отклонение) – по обычным формулам: 
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Однако, учитывая специфику задания функции F(x) в нашем случае, имеет смысл для вычисления трансформировать эти формулы, используя интегрирование по частям, и представить их в виде
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В предположении, что цена базового актива распределена внутри каждого сценария равномерно, удается получить конечные результаты интегрирования доходов в символьной форме. С учетом структуры платежной функции портфеля согласно рис. 4 удобнее проводить расчет параметров распределения доходов отдельно для каждого линейного участка платежной функции. Первый начальный момент (математическое ожидание) дохода для варианта #k, k(K, рассчитывается по формуле 
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 LISTNUM maket \l 4 
Здесь принимается во внимание, что вероятности горизонтальных участков слева и справа по оси абсцисс равны соответственно p1/2 и pn/2, а каждый наклонный линейный участок платежной функции состоит из двух, принадлежащих паре соседних сценариев Si и Si+1, вероятности которых равны соответственно pi и pi+1. Интегралы в правой части равенства легко берутся, и результат сводится к простой сумме 
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 LISTNUM maket \l 4 
Аналогично (18) записывается и второй начальный момент для доходов 
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 LISTNUM maket \l 4 
Здесь также интегралы в правой части равенства легко берутся, но это мы оставляем читателю. Теперь вычисляется дисперсия доходов по формуле 
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 LISTNUM maket \l 4 
В результате мы имеем следующие значения параметров инвестиции в "оптимальные" опционные портфели для k(K:

Aopt,k = (gk, c),   Ropt,k = m1,k,   yk = Ropt,k/Aopt,k – 1,   (opt,k.
 LISTNUM maket \l 4 
Снова вернемся к иллюстративному примеру из разд. 2. Применяя формулы (19)–(22), получаем для вариантов #1 и #5 соответственно

Jopt,1 = (0.412706, 0.443394, 0.0743574, 0.646415, 2.42303(.
Jopt,5 = (0.312847, 0.339195, 0.0842214, 0.731766, 3.19645(.
Хотя основное назначение предложенного исследования состоит в сравнении опционного портфеля со сценарным, интересно сравнить и числовые параметры этих портфелей. Для этого приведем также записи результатов, полученных в разд. 2.1 для тех же вариантов, дополненные записью для континуального варианта #0: 
J1 = (0.412706, 0.436613, 0.0579274, 0.819805, 2.42303(,
J5 = (0.312847, 0.333333, 0.0654847, 0.931644, 3.19645(,
J0 = (0.312847, 0.333333, 0.0654847, 0.952998, 3.19645.

Можно заметить, что в каждом из двух вариантов в сравнении со сценарным подходом доходность опционного портфеля возросла, а дисперсия снизилась. 
Однако возрастание средней доходности не является непременным признаком опционного портфеля. Оно определяется исходными данными (зависит от того, на какие сценарии приходятся более высокие прогнозные вероятности). Например, убывание средней доходности обнаруживается в случае, если поменять местами вторую и третью компоненты вектора p. Проведя расчеты, аналогичные проделанным ранее в разд. 2.1, но при p = {0.21, 0.18, 0.22, 0.2, 0.19}, c = {0.22, 0.24, 0.16, 0.2, 0.18}, мы получим записи результатов 
J1 = (0.38037, 0.442989, 0.164627, 0.923423, 2.62902(,
Jopt,1 = (0.38037, 0.436398, 0.147298, 0.712527, 2.62902(,
что говорит об ином характере изменения средней доходности при переходе к "оптимальному" опционному портфелю.

В то же время снижение дисперсии является правилом, и это во многом объясняется конструкцией платежной функции опционного портфеля. Как показывает рис. 5, общий уровень значений платежной функции опционного портфеля заметно снижен относительно максимального значения дохода (на наиболее доходном сценарии), а также заметно повышен относительно минимального значения дохода (на наименее доходном сценарии). А это, в свою очередь, приводит к снижению в целом разброса значений доходов относительно их среднего. 
3.3. Построение "оптимального" портфеля опционов
при произвольном континуальном прогнозе
В результате перехода к опционному рынку и замены в "оптимальных" портфелях (при сохранении весов) базисных сценарных инструментов дискретного рынка, рассмотренного в разд. 1, опционными базисными инструментами, введенными в разд. 3.1, изменяются сами "оптимальные" портфели, а также их свойства. 

3.3.1. Свойства "оптимального" портфеля опционов

Определение свойств распределения доходов, реализуемых "оптимальным" опционным портфелем, основан на его кусочно-линейной платежной функции, представленной на рис. 4. Здесь предполагается, что прогноз инвестора задан в виде плотности вероятности p(x) на множестве X. Кроме того, нами используются компоненты вектора 
[image: image125.wmf]%

p

, определяемые формулами (7) и (8). 
Математическое ожидание дохода для варианта #k, k(K, рассчитывается по формуле 
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Аналогично вычисляется второй начальный момент доходов 
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 LISTNUM maket \l 4 
и с его помощью дисперсия доходов 
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В результате получаем все необходимые характеристики "оптимального" опционного портфеля, построенного на основе варианта #k "оптимального" дискретного портфеля: 


Aopt,k = (gk, c),   Ropt,k = m1,k,   yk = Ropt,k/Aopt,k – 1,   
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Перейдем теперь к рассмотрению иллюстративного примера, в котором прогноз инвестора задается непрерывной случайной величиной. Для определенности и удобства в вычислительных экспериментах мы рассматриваем непрерывный вероятностный прогноз инвестора для цены базового актива в форме двухпараметрической плотности вероятности p(x) на отрезке X = [–1,1]: 

p(x) = 0.5 + a + bx – 3ax2,     x ( X .
 LISTNUM maket \l 4 
Заданное представление гарантирует, что интеграл по X от плотности равен 1. Параметр a отвечает за кривизну кривой (при a>0 она вогнута, при a<0 – выпукла), параметр b – за асимметрию плотности (при b>0 она положительна, при b<0 – отрицательна; при b=0 плотность симметрична). Разумеется, необходимо обеспечивать неотрицательность плотности (например, при b = 0 для этого требуется, чтобы a([–0.5, 0.25]). 
По аналогичной (27) формуле будем задавать и ценовую плотность c(x), при этом нужно принимать во внимание обсуждение, предпринятое по этому поводу в конце разд. 1.2. 
Пример. Прогноз инвестора задан плотностью (27) с a = –0.05, b = 0, а именно p(x) = 0.45 + 0.15x2, x([–1,+1], т.е. она симметрична и выпукла, а ценовая плотность также симметрична, но с несколько меньшей выпуклостью: c(x) = 0.48 + 0.06x2. Пусть n = 8. Интегрируя p(x)  по формулам (6) и (8) с учетом (7), получаем векторы 
p = {0.141, 0.127, 0.118, 0.113, 0.113, 0.118, 0.127, 0.141},
p' = {0.073, 0.134, 0.122, 0.115, 0.113, 0.115, 0.122, 0.134, 0.073}.

Аналогичным образом по формулам (6) интегрированием c(x) получаем вектор 
c = {0.132, 0.126, 0.122, 0.120, 0.120, 0.122, 0.126, 0.132}. 
Применяя алгоритм разд. 1.3 к полученным векторам p и c, по аналогии с расчетами разд. 2.1 находим (матрицы ( и ( размера n(n строятся очевидным образом, и мы их здесь не выписываем):
( = {1.075, 1.011, 0.966, 0.942, 0.942, 0.966, 1.011, 1.075}; 
( = {4, 5, 3, 6, 2, 7, 1, 8}; 

( = {7, 5, 3, 1, 2, 4, 6, 8}; 
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p

 = {0.113, 0.113, 0.118, 0.118, 0.127, 0.127, 0.141, 0.141};
( = {0.113, 0.227, 0.345, 0.463, 0.590, 0.717, 0.859, 1};
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c

 = {0.120, 0.120, 0.122, 0.122, 0.126, 0.126, 0.132, 0.132};

( = {0.120, 0.241, 0.363, 0.485, 0.611, 0.737, 0.868, 1}.

Ограничиваясь вариантами #1 и #5, с помощью формул (9) и (10) получаем 


[image: image132.wmf]1,

ˆ

i

g

 = {0.013, 0.051, 0.119, 0.214, 0.348, 0.514, 0.737, 1},
 g1,i = {0.737, 0.348, 0.119, 0.013, 0.051,0.214, 0.514, 1}, 

[image: image133.wmf]5,

ˆ

i

g

 = {0.004, 0.03, 0.083, 0.164, 0.278, 0.428, 0.622, 0.865};

 g5,i = {0.622, 0.278, 0.083, 0.004, 0.03, 0.164, 0.428, 0.865}.
Для этих вариантов, а также дополнительно для варианта #0, в соответствии с алгоритмом разд. 2.1 находим также записи результатов для "оптимальных" сценарных портфелей: 

J1 = (0.385501, 0.40196, 0.0426941, 0.872621, 2.59403(, 
J5 = (0.318976, 0.333333, 0.0450094, 0.923927, 3.13503(, 
J0 = (0.318976, 0.333333, 0.0450094, 0.934685, 3.13503(. 
Наконец, на основании формул (23)–(26) определяем для тех же вариантов #1 и #5 записи результатов, но уже для "оптимальных" опционных портфелей: 
Jopt,1 = (0.385501, 0.401188, 0.0406916, 0.823089, 2.59403(,
Jopt,5 = (0.318976, 0.332655, 0.0428813, 0.870681, 3.13503(.
Как и следовало полагать, в этих записях никаких неожиданных результатов уже не содержится. 
3.3.2. Функция распределения доходов

В предыдущем разделе мы провели расчеты для случая прогноза инвестора в виде плотности вероятности. Однако для оценивания степени выполнения континуального критерия VaR необходимо знать функцию распределения доходов. Рис. 4 и 5 наталкивают нас на мысль проводить расчет функции распределения доходов отдельно для каждого линейного участка платежной функции. Реализация такой идеи находит отражение в последующих формулах:
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где определяемые лишь крайними страйками компоненты 
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а внутренними – 
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ui = min{gk,i, gk,i+1}, vi = max{gk,i, gk,i+1}, 
[image: image138.wmf]1,1
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График функции распределения Fopt,k(x) для k = 1, приводится на рис. 10 (толстая линия). Для сравнения приводятся функции распределения F0(x) (тонкая линия) и F5(x) (пунктирная линия).
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Рис. 10. Функции распределения Fopt,1(x), F0(x) и F1(x)
На рис. 11 изображен график функции F0(x)–Fopt,1(x). В данном случае эта разность всюду неотрицательна, что говорит о выполнении континуального критерия VaR для всех значений уровня вероятности (([0,1].
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Рис. 11. Функция F0(x)–F(x)
График функции распределения Fopt,k(x) для k = 5, приводится на рис. 12 (толстая линия). Для сравнения приводятся функции распределения F0(x) (тонкая линия) и F5(x) (пунктирная линия). 
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Рис. 12. Функции распределения Fopt,5(x), F0(x) и F5(x)

На рис. 13 изображен график функции F0(x)–Fopt,5(x). Относительно большие отрицательные отклонения наблюдаются лишь в зоне ответственности крайних страйков, где опционная стратегия сводится к применению спрэдов, не улавливающих граничных эффектов.
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Рис. 13. Функция F0(x)–F5(x)

Напомним: чтобы полностью выполнить требования критерия VaR, ни одна точка графика не должна попадать в отрицательную зону. Требования этого критерия выполняются тем точнее, чем ближе к оси абсцисс располагается кривая отклонений. 

В обоих случаях отмечается значительный эффект сглаженности функций распределения, если не считать участков, соответствующих зонам ответственности крайних спрэдов платежных функций опционных портфелей. Кроме того, видно, что функция Fopt,5(x) визуально лучше аппроксимирует F0(x), но функция Fopt,1(x) вновь демонстрирует более строгое выполнение требований континуального критерия VaR. 

На графиках рис. 12 отмечается весьма удовлетворительная близость кривых F0(x) и F5(x) почти везде, кроме крайне правого участка. Это же в большем масштабе отчетливо прослеживается и на рис. 13. 

Подобное поведение этих кривых отличает данный пример от примера из разд. 2, чьи графики для того же варианта #5 изображены на рисунках 8 и 9. 
Это отчасти связано с увеличением количества сценариев (с 5 до 8), но в большей степени обусловлено некоторой регуляризацией конструирования данных для примера из данного разд. 3.3. 
Большая выпуклость функции p(x) в сравнении с c(x) при сохранении симметрии обеих функций говорит о том, что инвестор строит свой прогноз в расчете на рост волатильности цены базового актива в будущем. 
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� Короткие позиции здесь считаются запрещенными и не рассматриваются (исследование вопросов, связанных с тем, как они сочетаются с континуальным критерием VaR, проводится в [� REF _Ref219077318 \r \h ��6�]).


� Равномерность разбиения удобна в приложении к опционному рынку, рассматриваемому далее.


� Слово "оптимальный" берется в кавычки в силу условности термина в применении к дискретному рынку – оно говорит лишь, что портфель получен как результат процедуры, оптимальной для идеального рынка.


� Исследование применения континуального критерия VaR на опционных рынках, не являющихся идеальными, в отношении подбора лучшей комбинации базисных инструментов, проводится в [� REF _Ref219077318 \r \h ��6�].
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